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Àííîòàöèÿ. Ïóñòü D � îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñ äîñòàòî÷íî ãëàä-
êîé ãðàíèöåé ∂D íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Âîçìóùàÿ çàäà÷ó Êîøè
äëÿ ñèñòåìû Êîøè-Ðèìàíà ∂u = f â D ñ ãðàíè÷íûìè äàííûìè íà çà-
ìêíóòîì ìíîæåñòâå S ⊂ ∂D, ìû ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ñìåøàííûõ çàäà÷
òèïà Çàðåìáû äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, çàâèñÿùåå îò ìàëîãî ïàðàìåòðà
ε ∈ (0, 1] â ãðàíè÷íîì óñëîâèè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñìåøàííûå çàäà-
÷è ñîäåðæàò íåêîýðöèòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂D \ S, êàæäàÿ èç
íèõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïîäõîäÿùåì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H+(D), íåïðåðûâíî âëîæåííîì â ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà L2(∂D) è ïðî-

ñòðàíñòâî Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî H1/2−δ(D) ïðè ëþáîì δ > 0. Ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ñåìåéñòâî ðåøåíèé {uε} ñõîäèòñÿ â H+(D) ê ðåøåíèþ çàäà÷è
Êîøè (åñëè îíî ñóùåñòâóåò). Òàêæå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â H+(D) ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åííîñòè ñåìåéñòâà
{uε} â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óñëîâèÿ ðàçðåøè-
ìîñòè äëÿ çàäà÷è Êîøè è ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ åå ðåøåíèÿ â
âèäå ôîðìóë êàðëåìàíîâñêîãî òèïà.

Ââåäåíèå

Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû Êîøè-Ðèìàíà (äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â
êëàññè÷åñêîé âåðñèè) ÿâëÿåòñÿ äàâíåé ïðîáëåìîé, íàõîäÿùåé ñâîå ïðèìåíå-
íèå â ôèçèêå, ýëåêòðîäèíàìèêå, ìåõàíèêå æèäêîñòè è ãàçà è ò.ä. (ñì. [1], [2],
[3], è äð.). Íà ñàìîì äåëå îíà ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðèìåðîì íåêîððåêòíîé çà-
äà÷è äëÿ áîëåå îáùåãî êëàññà ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [4], [5],
[3]) èëè äàæå ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ ([6], [7]).

Êàê îòìå÷àëîñü åùå â [8], ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè íàèáîëåå ýôôåêòèâåí äëÿ
èçó÷åíèÿ äàííîé çàäà÷è. Êíèãè [2] è [3] äàþò äîñòàòî÷íî ïîëíîå îïèñàíèå óñëî-
âèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è, à òàê æå ïóòè åå ðåãóëÿðèçàöèè. Íåäàâíî áûë ðàç-
ðàáîòàí íîâûé ïîäõîä (ñì., íàïðèìåð, [9], [10], [11]), îñíîâàííûé íà ïðîñòîì
íàáëþäåíèè, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæíî
ñâåñòè ê ðåøåíèþ ñìåøàííûõ çàäà÷ (âîçìîæíî íåêîýðöèòèâíûõ) äëÿ ýëëèïòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì.

Òåêóùèé ïðîãðåññ â òåîðèè íåêîýðöèòèâíûõ çàäà÷ òèïà Çàðåìáû ([12], [13])
ïîçâîëÿåò íàì óïðîñòèòü ìåòîä [10] è ïîëó÷èòü íîâûé êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è, à òàê æå ïîñòðîèòü åå òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ.

À èìåííî, ïóñòü D � îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðà-
íèöåé ∂D â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Âîçìóùàÿ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû
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Êîøè-Ðèìàíà ∂u = f â D ñ ãðàíè÷íûìè äàííûìè íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå
S ⊂ ∂D, ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ñìåøàííûõ çàäà÷ òèïà Çàðåìáû äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ëàïëàñà, çàâèñÿùåå îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε ∈ (0, 1] â ãðàíè÷íîì óñëîâèè.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñìåøàííûå çàäà÷è ñîäåðæàò íåêîýðöèòèâíûå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ íà ∂D \ S, êàæäàÿ èç íèõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïîäõîäÿùåì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH+(D), íåïðåðûâíî âëîæåííîì â ïðîñòðàíñòâî Ëå-
áåãà L2(∂D) è â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî H1/2−δ(D) ïðè ëþáîì
δ > 0. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî ðåøåíèé {uε} ñõîäèòñÿ â H+(D) ê ðåøåíèþ
çàäà÷è Êîøè (åñëè îíî ñóùåñòâóåò). Òàêæå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâîâà-
íèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â H+(D) ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åííîñòè ñåìåéñòâà
{uε} â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
äëÿ çàäà÷è Êîøè è ýôôåêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ åå ðåøåíèÿ â âèäå ôîðìóë
êàðëåìàíîâñêîãî òèïà.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ [10], ìû ðàññìàòðèâàåì íåñêîëüêî äðóãèå ïðîñòðàíñòâà Ñî-
áîëåâñêîãî òèïà. Êðîìå òîãî, âìåñòî ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{uε} â L2(D) ïðè ε → +0, ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê
ðåøåíèþ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà H1/2−δ(D) ïðè ëþáîì δ > 0.

1. Çàäà÷à Êîøè

Ïóñòü Rn � ýòî n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, à C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñ-
êîñòü ñ òî÷êàìè z = x1 +

√
−1x2. Çäåñü

√
−1 îáîçíà÷àåò ìíèìóþ åäèíèöó, à

x = (x1, x2) ñóòü êîîðäèíàòû â R2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∂ =
∂

∂z
=

∂

∂x1
+
√
−1

∂

∂x2
îïåðàòîð Êîøè-Ðèìàíà.

Ïóñòü

∂
∗

= − ∂
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= −
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∂
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∂
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)
îáîçíà÷àåò ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð äëÿ ∂. Èçâåñòíî, ÷òî ∂

∗
∂ = −∆,

ãäå ∆ ýòî ñòàíäàðòíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà â R2, ∆ = ∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2
.

Ïóñòü òåïåðü D � îòêðûòîå ñâÿçíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî (îãðàíè÷åííàÿ
îáëàñòü) ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé ∂D â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Êàê îáû÷-
íî, ïîä L2(D) ìû ïîíèìàåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé â
îáëàñòè D ñ êîíå÷íîé íîðìîé, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)L2(D) =

∫
D

u v dx.

Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç Hs(D) ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî ôóíêöèé
â îáëàñòè D, s ∈ R+.

Äëÿ u ∈ L2(D) ìû âñåãäà áóäåì ïîíèìàòü ∂u êàê ðàñïðåäåëåíèå íàä D.
Ðàññìîòðèì íåêîððåêòíóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ îïåðàòîðà Êîøè-Ðèìàíà â îá-

ëàñòè D ñ ãðàíè÷íûìè äàííûìè íà îòêðûòîì íåïóñòîì ìíîæåñòâå S ⊂ ∂D.

Çàäà÷à 1.1. Äàíî ðàñïðåäåëåíèå f â D è ðàñïðåäåëåíèå u0 íà S, íàéòè ðàñ-
ïðåäåëåíèå u â D, óäîâëåòâîðÿþùåå, â ïîäõîäÿùåì ñìûñëå,{

∂u = f â D,
u = u0 íà S.
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Åñëè ðàñïðåäåëåíèå u0 îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé ðåãóëÿðíîñòüþ, òî ìû ìîæåì
ñâåñòè çàäà÷ó 1.1 ê ñëó÷àþ, êîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðàâíû íóëþ. Íàïðèìåð,
åñëè ãðàíèöà ∂S ìíîæåñòâà S êóñî÷íî-ãëàäêàÿ è u0 ∈ H1/2(S), òîãäà ìû ìîæåì
íàéòè ũ0 ∈ H1/2(∂D), ñîâïàäàþùóþ ñ u0 íà S, è çàòåì èñïîëüçîâàòü èíòåãðàë
Ïóàññîíà P çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

P : H1/2(∂D)→ H1(D),

ãäå îïåðàòîð P ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, îãðàíè÷åííûì, è{
∆Pu0 = 0 D,
t(Pũ0) = ũ0 ∂D

(çäåñü t : H1(D)→ H1/2(∂D) ýòî ñòàíäàðòíûé îïåðàòîð ñëåäà).
Ìû õîòèì êîíòðîëèðîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé çàäà÷è 1.1, ñ ýòîé öåëüþ ââå-

äåì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü ε ≥ 0, ðàññìîòðèì ýðìèòîâó ôîðìó

(u, v)+,ε = ε (u, v)L2(∂D) + (∂u, ∂v)L2(D)

íà ïðîñòðàíñòâå C∞(D) (âñåõ ãëàäêèõ ôóíêöèé â çàìûêàíèè D îáëàñòè D).
Â ñèëó êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû Êîøè äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, ýòà ôîð-
ìà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïðè ëþáîì ε > 0. Òîãäà ôóíêöèîíàë
‖u‖+,ε =

√
(u, u)+,ε ÿâëÿåòñÿ íîðìîé äëÿ êàæäîãî ε > 0. Î÷åâèäíî, íîðìû

‖u‖+,ε è ‖u‖+,δ ýêâèâàëåíòíû äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε è δ. Â ÷àñòíîñòè,

(1.1)
√
ε ‖u‖+,1 ≤ ‖u‖+,ε ≤ ‖u‖+,1 äëÿ âñåõ u ∈ H+(D) è 0 < ε ≤ 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H+(D) ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà C∞(D) ïî íîðìå ‖ · ‖+,ε
ñ íåêîòîðûì ε > 0; èç ðàññóæäåíèé âûøå ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H+(D) íå
çàâèñèò îò ε > 0. Çàìåòèì, ÷òî, ïî ïîñòðîåíèþ,

1) ïðîñòðàíñòâî H+(D) íåïðåðûâíî âëîæåíî â L2(∂D), â ÷àñòíîñòè, êàæ-
äûé ýëåìåíò u ∈ H+(D) èìååò êîððåêòíî îïðåäåëåííûé ñëåä t(u) íà ∂D, à
ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð ñëåäà t íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò H+(D) â L2(∂D);

2) îïåðàòîð ∂ íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò H+(D) â L2(D).
Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà H+(D) áûëè îïèñàíû â [12] (ñì., òàêæå,

[13]).

Òåîðåìà 1.2. Åñëè D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, òî
ïðîñòðàíñòâî H+(D) íåïðåðûâíî âëîæåíî â H1/2−δ(D) ïðè ëþáîì δ > 0.
Áîëåå òîãî, åñëè ∂D ∈ C2, òî ïðîñòðàíñòâî H+(D) íåïðåðûâíî âëîæåíî â

H1/2(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [12, òåîðåìà 1] (ñð. [13, òåîðåìà 2.5]). �

Çàìåòèì, ÷òî âëîæåíèå òî÷íîå, ò.å. ïðîñòðàíñòâî H+(D) íå ìîæåò áûòü
íåïðåðûâíî âëîæåíî â Hs(D) äëÿ ëþáîãî s > 1/2 (ñì. [12, ïðèìåð 2] ëèáî
[13]).

Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàì ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ âåðñèþ çàäà÷è Êî-
øè äëÿ îïåðàòîðà Êîøè-Ðèìàíà.

Çàäà÷à 1.3. Ïî çàäàííîé ôóíêöèè f ∈ L2(D), íàéòè u ∈ H+(D), óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ {

∂u = f â D,
t(u) = 0 íà S.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à 1.3 ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé è èìååò íå áîëåå
îäíîãî ðåøåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [14], [15], [16], [17, òåîðåìà 2.8]).

Ïóñòü òåïåðü äàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî S ⊂ ∂D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞(D,S)
ïîäìíîæåñòâî C∞(D) âñåõ ôóíêöèé, èñ÷åçàþùèõ íà îòíîñèòåëüíî îòêðûòîì
ìíîæåñòâå U ⊂ D, ñîäåðæàùåì çàìûêàíèå S â ∂D. Â ÷àñòíîñòè, C∞(D, ∂D)
ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì C∞0 (D).

Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç H+(D,S) ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ u ∈ H+(D),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ t(u) = 0 íà S. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâîH+(D,S)
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì H+(D).

Òåïåðü çàäà÷à 1.3 ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ èíúåêòèâíîãî îãðàíè÷åííîãî
îïåðàòîðà

(1.2) ∂ : H+(D,S)→ L2(D).

Îïèøåì îñíîâíûå ñâîéñòâà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáðàçà ýòîãî îïåðàòîðà.
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãîðäèíãà, ìû âèäèì, ÷òî äëÿ S = ∂D ïðîñòðàíñòâî

H+(D, ∂D) ñîâïàäàåò ñ H1
0 (D), ò.å. ñ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàí-

ñòâà Ñîáîëåâà H1(D), ñîñòîÿùåãî èç âñåõ u ∈ H1(D) óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ t(u) = 0 íà ∂D.

Ëåììà 1.4. Äëÿ âñåõ u ∈ H+(D,S) ìû èìååì u ∈ H1
loc(D ∪ S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò u ∈ H+(D,S) ⊂ H+(D).
Òàê êàê îïåðàòîð Êîøè-Ðèìàíà ∂ ýëëèïòè÷åñêèé è ∂u ∈ L2(D), òî ìû çàêëþ-
÷àåì, ÷òî u ∈ H1

loc(D).

Âîçüìåì îáëàñòü G ⊂ D òàêóþ, ÷òî G ∩D = S1 ⊂ S è ôóíêöèþ ϕ ∈ C∞(D)
ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â G ∪ S1. Òîãäà

∂(ϕu) = (∂u)ϕ+ (∂ϕ)u ∈ L2(D)

è t(ϕu) = 0 íà ∂D.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H−1(D) äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê H1(D, ∂D) îòíîñè-

òåëüíî ñïàðèâàíèÿ, çàäàâàåìîãî ñêàëÿðíûì ïðîçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà L2(D).

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå F = ∂
∗
∂(ϕu) ïðèíàäëåæèò H−1(D), òàê êàê

|(∂(ϕu), ∂v)L2(D)| = |((∂u)ϕ+ (∂ϕ)u, ∂v)L2(D)| ≤ c(u, ϕ)‖v‖H1(D)

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé c(u, ϕ), íå çàâèñÿùåé îò v ∈ H1(D, ∂D).
Â ÷àñòíîñòè,

(∂(ϕu), ∂v)L2(D) = 〈F, v〉 äëÿ âñåõ v ∈ H1(D, ∂D),

ãäå 〈F, v〉 îáîçíà÷àåò äåéñòâèå ðàñïðåäåëåíèÿ F íà òåñòîâóþ ôóíêöèþ v. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕu ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå

äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ = −∂∗∂ ñ äàííûìè F ∈ H−1(D) è ãðàíè÷íûìè äàí-
íûìè t(ϕu) = 0 íà ∂D (ñì., íàïðèìåð, [18] ). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëü-
íîñòè îáëàñòè G è ôóíêöèè ϕ (îáëàäàþùèìè îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè),
ϕu ∈ H1(D) è u ∈ H1

loc(D ∪ S), ÷òî è ñëåäîâàëî äîêàçàòü. �

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, H+(D, ∂D) = H1
0 (D). Â ÷àñòíîñòè, H+(D, ∂D) åñòü

çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì C∞0 (D).
Òåïåðü ìû õîòèì ïîäîáíûì æå îáðàçîì îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî H+(D,S).

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü ∂D \ S èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü íà ∂D. Åñëè
∂D ∈ C∞, òî H+(D,S) åñòü çàìûêàíèå C∞(D,S) â ïðîñòðàíñòâå H+(D).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ çàìûêàíèåH ïðîñòðàíñòâà C∞(D,S) âH+(D)
åñòü çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâîH+(D,S). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå H⊥ ïðîñòðàíñòâà H â H+(D,S)
òðèâèàëüíî.

Ñ ýòîé öåëüþ çàôèêñèðóåì ε > 0 è âûáåðåì u ∈ H+(D,S), óäîâëåòâîðÿþùåå
(u, v)+,ε = 0 äëÿ âñåõ v ∈ C∞(D,S). Â ñèëó òîãî, ÷òî C∞(D, ∂D) ⊂ C∞(D,S),
ìû èìååì

(1.3) (∂u, ∂v)L2(D) = 0 äëÿ âñåõ v ∈ C∞(D, ∂D),

ò.å. −∂∗(∂u) = 0 â D â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé. Òàê êàê îïåðàòîð ∂
∗
ýëëèïòè÷å-

ñêèé, òî ðåøåíèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè íàä D;
äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ ∂u ÿâëÿåòñÿ àíòèãîëîìîðôíîé â D ôóíêöèåé êëàññà

L2(D) (ò.å. ∂u ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé).
Ïóñòü ρ îáîçíà÷àåò ïîðîæäàþùóþ ôóíêöèþ îáëàñòè D:

D = {z ∈ C : ρ(z) < 0}.
Òàê êàê ∂D ∈ C∞, ìû ìîæåì âûáðàòü ρ ∈ C∞(U) äëÿ îêðåñòíîñòè U ãðàíèöû

∂D ñ |∇ρ| 6= 0 íà ∂D òàêîå, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ν = ∇ρ
|∇ρ| ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì

ïîëåì åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ê ∂D. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0 ðàññìîòðèì
îáëàñòè

Dδ = {z ∈ C : ρ(z) < −δ}.
ßñíî, ÷òî Dδ b D è ρδ = ρ+ δ ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé îáëàñòè Dδ ñ
∇ρ = ∇ρδ, à νδ = ∇ρ

|∇ρ| åñòü âåêòîðíîå ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ê ∂Dδ. Òîãäà

ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ g = ∂u èìååò ñëàáîå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå g0 ∈ D′(∂D)
íà ∂D â òîì ñìûñëå, ÷òî

lim
δ→+0

∫
∂Dδ

g(ζ)v(ζ)dsδ(ζ) = 〈g0, v〉 äëÿ âñåõ v ∈ C∞(D),

ñìîòðèòå [15, ñëåäñòâèå 2.3] ëèáî [17, òåîðåìà 4.4] (çäåñü D′(∂D) - ýòî ïðîñòðàí-
ñòâî ðàñïðåäåëåíèé íà ∂D, à 〈g0, v〉 îáîçíà÷àåò äåéñòâèå ðàñïðåäåëåíèÿ g0 íà
òåñòîâóþ ôóíêöèþ v).

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè èíòåãðàëà Ïóàññîíà P è òåì ôàêòîì, ÷òî |ν1+
√
−1ν2| =

1 íà ∂D, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ w = P (v/(ν1 +
√
−1ν2)) ïðèíàäëåæèò

C∞(D,S) äëÿ êàæäîãî v ∈ C∞(D,S). Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì è (1.3), ïîëó÷àåì

(1.4) 0 = (∂w, ∂u)L2(D) = (∂w, g)L2(D) = lim
δ→+0

(∂w, g)L2(Dδ) =

lim
δ→+0

∫
∂Dδ

g(ζ)w(ζ)dζ = lim
δ→+0

∫
∂Dδ

g(ζ)(νδ,1 +
√
−1νδ,2)(ζ)w(ζ)dsδ(ζ) =

lim
δ→+0

∫
∂Dδ

g(ζ)v(ζ)dsδ(ζ) = 〈g0, v(ζ)〉 äëÿ âñåõ v ∈ C∞(D,S),

ãäå νδ,j � ýòî êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëè νδ. Òàê êàê äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

w ∈ C∞(D,S) åå ñóæåíèå w|∂D íà ∂D èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü â ∂D \
S, ìû âèäèì, ÷òî g0 ðàâíÿåòñÿ íóëþ íà ∂D \ S. Ñëåäîâàòåëüíî, g èñ÷åçàåò
íà ∂D \ S â ñìûñëå ñëàáûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé. Òåïåðü, â ñèëó òîãî, ÷òî
g ãîëîìîðôíà (ò.å. ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∂), èç [17,
òåîðåìà 2.8] ñëåäóåò, ÷òî g ðàâíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëþ â D.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ g = ∂u = 0 â D, ò.å. ôóíêöèÿ
u ∈ L2(D) ãîëîìîðôíà â D. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, îíà èñ÷åçàåò íà íåïóñòîì îò-
íîñèòåëüíî îòêðûòîì ìíîæåñòâå S ⊂ ∂D. Íàêîíåö, òàê êàê îïåðàòîð ïåðâîãî
ïîðÿäêà ∂ ýëëèïòè÷åí, èç [17, òåîðåìà 2.8] ñëåäóåò, ÷òî u ðàâíÿåòñÿ òîæäå-
ñòâåííî íóëþ â D. �

Ëåììà 1.6. Ïóñòü ∂D\S èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü íà ∂D. Åñëè ∂D ∈
C∞, òî îáðàç îïåðàòîðà (1.2) ïëîòåí â L2(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g ∈ L2(D) óäîâëåòâîðÿåò

(g, ∂v)L2(D) = 0 äëÿ âñåõ v ∈ H+(D,S).

Àðãóìåíòèðóÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.5, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

∂
∗
g = 0 â D è g = 0 íà ∂D \ S â ñìûñëå ñëàáûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé. Òàê

êàê g àíòèãîëîìîðôíà (ò.å. ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∂
∗
)

èç [17, òåîðåìà 2.8] ñëåäóåò, ÷òî g ðàâíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëþ â D. �

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïèñàëè çàìûêàíèå îáðàçà îòîáðàæåíèÿ (1.2). Áîëåå
ñëîæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñàìîãî îáðàçà îòîáðàæåíèÿ (1.2). Ñëåäó-
þùàÿ ëåììà äåëàåò ïåðâûé øàã â äàííîì íàïðàâëåíèè.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f , îïðåäåëåííîãî îêîëî ∂D, ïîëîæèì ν(f) = (νδ,1 +√
−1νδ,2)f , à äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ u, îïðåäåëåííîãî îêîëî ∂D, ïîëîæèì ∂νu =

(νδ,1 +
√
−1νδ,2)∂u. Íà ñàìîì äåëå, ∂νu � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ êîìïëåêñíàÿ íîð-

ìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u.

Ëåììà 1.7. Ïóñòü ∂D ∈ C∞. Åñëè f ∈ L2(D), òî ôóíêöèÿ u ∈ H+(D,S)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 1.3 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

(1.5) (∂u, ∂v)L2(D) = (f, ∂v)L2(D)

äëÿ âñåõ v ∈ H+(D,S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè çàäà÷à 1.3 ðàçðåøèìà è u îäíî èç åå ðåøåíèé, òî (1.5)
î÷åâèäíî âûïîëíåíî.

Îáðàòíî, åñëè (1.5) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà u ∈ H+(D,S), òî ∂
∗
(∂u−

f) = 0 â D, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî H+(D,S) ñîäåðæèò âñå ãëàäêèå ôóíêöèè ñ

êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â D. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ (∂u− f) ãîëîìîðôíà â D.
Èíòåãðèðóÿ êàê â (1.4), ìû ïîëó÷àåì

(1.6) lim
δ→+0

∫
∂Dδ

(∂u− f)(ζ)v(ζ)dsδ(ζ) = lim
δ→+0

∫
∂Dδ

(∂u− f)(ζ)w(ζ)dζ =

(w, (∂
∗
(∂u− f)))L2(D) − (∂w, ∂u− f)L2(D) =

−(∂w, ∂u− f)L2(D) = 0

äëÿ âñåõ v ∈ C∞(D,S), òàê êàê w ∈ C∞(D,S). Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 1.5, ìû âèäèì, ÷òî ∂u− f = 0 íà ∂D \ S â ñìûñëå ñëàáûõ
ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé.

Íàêîíåö, òàê êàê (∂u− f) ÿâëÿåòñÿ àíòèãîëîìîðôíîé (ò.å. ðåøåíèåì ýëëèï-

òè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∂
∗
), òî èç [17, òåîðåìà 2.8] ñëåäóåò, ÷òî (∂u−f) ðàâíÿåòñÿ

òîæäåñòâåííî íóëþ â D. �
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Çàìå÷àíèå 1.1. Ñîãëàñíî [15, ñëåäñòâèå 2.3], ñëàáûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ãî-
ëîìîðôíûõ (àíòèãîëîìîðôíûõ) ôóíêöèé êëàññà L2(D) â îáëàñòè D ïðèíàä-
ëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà H−1/2(∂D) íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ∂D. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ñëåäû èìåþò êîíå÷íûé ïîðÿäîê îñîáåííîñòè íà ∂D. Ñëåäî-
âàòåëüíî, âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äåéñòâèòåëüíû äëÿ îáëàñòåé ñ
êîíå÷íûì (âåðîÿòíî äîñòàòî÷íî âûñîêèì) ïîðÿäêîì ãëàäêîñòè ãðàíèöû.

Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïàðàãðàôà ïîÿñíèì çíà÷åíèå (1.5). Ýòî ðàâåíñòâî îçíà-
÷àåò, ÷òî ðåøåíèå u ∈ H+(D,S) çàäà÷è Êîøè ∂u = f íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è òèïà Çàðåìáû

(1.7)

 −∆u = ∂
∗
f â D;

t(u) = 0 íà S,

∂νu = ν(f) íà ∂D \ S.
Äåéñòâèòåëüíî, èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.7 âûòåêàåò, ÷òî

∂
∗
∂u = −∆u = ∂

∗
f â D

â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé è ν(∂u − f) = 0 íà ∂D \ S â ñìûñëå ñëàáûõ
ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåêòîð ν(f) êîððåêòíî îïðåäåëåí íà
∂D \ S, òî è ∂νu òàê æå êîððåêòíî îïðåäåëåí íà ∂D \ S.

Êîíå÷íî, ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1.7), ðàññìîòðåííàÿ â ïîäõîäÿùèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ, äàåò íè÷òî èíîå, êàê (1.5). Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 1.3.

2. Îá îäíîì âîçìóùåíèè çàäà÷è Êîøè

Ïîñëåäíåå íàáëþäåíèå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà íàòàëêèâàåò íàñ íà ìûñëü
î âîçìóùåíèè çàäà÷è 1.3 ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è òèïà Çàðåìáû
(1.7).

Ñ ó÷åòîì ëåììû 1.7, ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ âîçìóùåííóþ çàäà÷ó Êî-
øè:

Çàäà÷à 2.1. Çàôèêñèðóåì ε ∈ (0, 1]. Ïî çàäàííîé ôóíêöèè f ∈ L2(D), íàéòè
ýëåìåíò uε ∈ H+(D,S), óäîâëåòâîðÿþùèé

(2.1) (∂uε, ∂v)L2(D) + ε (uε, v)L2(∂D\S) = (f, ∂v)L2(D)

äëÿ âñåõ v ∈ H+(D,S).

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.1) ïðèâîäèò ê âîçìóùåíèþ ñìåøàííîé çàäà÷è
(1.7). Áîëåå òî÷íî,

(2.2)

 −∆uε = ∂
∗
f â D;

t(uε) = 0 íà S,

∂νuε + ε t(uε) = ν(f) íà ∂D \ S.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî H+(D,S) ñîäåðæèò âñå ãëàäêèå ôóíêöèè ñ êîìïàêòíûì

íîñèòåëåì â D, (2.1) îçíà÷àåò, ÷òî −∆uε = ∂
∗
f â D â ñìûñëå ðàñïðåäåëå-

íèé. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå t(uε) = 0 íà S ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
H+(D,S). Íàêîíåö, ðàâåíñòâî ν(∂uε) + εt(uε) = ν(f) âûïîëíåíî â òîì ñìûñëå,
÷òî ν(∂uε − f) + ε t(uε) = 0 íà ∂D \ S, òàê êàê

∂
∗
(∂uε − f) = 0 ∈ L2(D)
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â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé â D, (∂uε − f) ãîëîìîðôíà â D è, èíòåãðèðóÿ ïî ÷à-
ñòÿì êàê â (1.6) ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.1), ìû ïîëó÷àåì

lim
δ→+0

∫
∂Dδ

(∂uε − f)(ζ)v(ζ)dsδ(ζ) = lim
δ→+0

∫
∂Dδ

(∂uε − f)(ζ)w(ζ)dζ =

(∂w, ∂uε − f)L2(D) = −ε(w, t(uε))L2(∂D\S) = −ε
(
v,

t(uε)

ν1 +
√
−1ν2

)
L2(∂D\S)

,

äëÿ âñåõ v ∈ C∞(D,S), ò.å. (∂uε − f) ñîâïàäàåò ñ −ε t(uε)/(ν1+
√
−1ν2) íà ∂D\S

â ñìûñëå ñëàáûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ν(∂uε − f) + εt(uε) = 0
íà ∂D \ S â ñìûñëå ñëàáûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé. Åñëè ñóæåíèå ν(f) íà ∂D \ S
èìååò ñìûñë, òî ñóæåíèå ν(∂uε − f) òàê æå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, òàê êàê
t(uε) ∈ L2(∂D).

ßñíî, ÷òî ñìåøàííàÿ çàäà÷à (2.2), ðàññìîòðåííàÿ â ïîäõîäÿùèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ, äàåò íè÷òî èíîå, êàê (2.1).

Íà ñàìîì äåëå (1.7) è (2.2) ÿâëÿþòñÿ ñìåøàííûìè çàäà÷àìè ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè ðîáåíîâñêîãî òèïà. Ýòî àíàëîãè òàê íàçûâàåìîé çàäà÷è Çàðåìáû
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (ñì. [19]). Â îáùåì ñëó÷àå ñìåøàííûå çàäà÷è (1.7) è
(2.2) èìåþò íåêîýðöèòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂D\S (ñì. [10], [13]). Ñëåäî-
âàòåëüíî, îíè íå ìîãóò áûòü êîððåêòíûìè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà,
ñì. [20]. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó çàäà÷àìè 1.3 è 2.1 â òîì, ÷òî ïîñëåä-
íÿÿ êîððåêòíà â H+(D,S).

Ëåììà 2.2. Äëÿ ëþáûõ ε > 0 è f ∈ L2(D) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
uε(f) ∈ H+(D,S) çàäà÷è 2.1. Áîëåå òîãî, îíî óäîâëåòâîðÿåò

‖uε(f)‖+,ε ≤ ‖f‖L2(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû âèäåëè âûøå, ïðîñòðàíñòâîH+(D,S),
íàäåëåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·)+,ε, ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì. Èç íåðà-
âåíñòâà Øâàðöà ñëåäóåò, ÷òî∣∣(f, ∂v)L2(D)

∣∣ ≤ ‖f‖L2(D)‖∂v‖L2(D) ≤ ‖f‖L2(D)‖v‖+,ε
äëÿ âñåõ v ∈ H+(D,S). Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå

v 7→ (f, ∂v)L2(D)

îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë Ff íà H+(D,S), ÷üÿ íîðìà
ìàæîðèðóåòñÿ ñëåäóùèì îáðàçîì: ‖Ff‖ ≤ ‖f‖L2(D).

Â ñèëó òåîðåìû Ðèññà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
uε(f) ∈ H+(D,S), óäîâëåòâîðÿþùèé

Ff (v) = (uε(f), v)+,ε

äëÿ ëþáîãî v ∈ H+(D,S). ßñíî, ÷òî uε(f) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 2.1. Íà-
êîíåö, ïî òåîðåìå Ðèññà ìû èìååì

‖uε(f)‖+,ε ≤ ‖f‖L2(D),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Óðàâíåíèÿ (2.2) ïîêàçûâàþò, ÷òî ëåììà 2.2 äàåò èíôîðìàöèþ î ðàçðåøèìî-
ñòè ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ ñ î÷åíü ñïåöèàëüíûìè äàí-
íûìè íà D, S è ∂D \ S. Âûÿñíèì, êàêèå òåîðåìû ðàçðåøèìîñòè ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äàííûõ. Ñ ýòîé öåëüþ, îáîçíà÷èì ÷åðåç H−(D,S)
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äâîéñòâåííîå ê H+(D,S) ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ñïàðèâàíèÿ 〈·, ·〉, èíäóöè-
ðîâàííîìó ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·)L2(D) (ñì., íàïðèìåð, [12], [13]). Íà
ñàìîì äåëå ýòî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, èçîìîðôíîå íîðìèðîâàííîìó ïðî-
ñòðàíñòâó, ïîñòðîåííîìó êàê ïîïîëíåíèå H+(D,S) ïî ëþáîé èç íîðì

‖g‖−,ε = sup
v∈H+(D,S)

v 6=0

|(g, v)L2(D)|
‖v‖+,ε

, ε > 0.

Çàäà÷à 2.3. Çàôèêñèðóåì ε ∈ (0, 1]. Äëÿ çàäàííîãî g ∈ H−(D,S) íàéòè ýëå-
ìåíò wε(g) ∈ H+(D,S), óäîâëåòâîðÿþùèé

(2.3) (∂wε(g), ∂v)L2(D) + ε (wε(g), v)L2(∂D\S) = 〈g, v〉
äëÿ ëþáîãî v ∈ H+(D,S).

Ëåììà 2.4. Äëÿ ëþáûõ ε > 0 è g ∈ H−(D,S) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå wε ∈ H+(D,S) çàäà÷è 2.3. Áîëåå òîãî, îíî óäîâëåòâîðÿåò

‖wε(g)‖+,ε ≤ ‖g‖H−(D,S).
Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.2 (ñì. [12, Lemma 3],
[13]). �

Íà ñàìîì äåëå ëåììà 2.4 ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó: çàäà÷à 2.3 èíäóöèðó-
åò íåïðåðûâíî îáðàòèìûé ëèíåéíûé îïåðàòîð Lε : H+(D,S) → H−(D,S) ñ
‖Lε‖ = ‖L−1ε ‖ = 1.

Íî äàæå â ýòîì ñëó÷àå ìû íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü òîãî, ÷òî wε ∈ Hs(D) ïðè
ëþáîì s > 1/2 áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà g. Ýòà ñèòóàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé äëÿ ñìåøàííûõ çàäà÷, ñì. [21], [20].

Îäíàêî, òåîðåìà 1.2, âìåñòå ñ òåîðåìàìè âëîæåíèÿ Ðåëëèõà-Êîíäðàøîâà è
òåîðåìîé Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, äàþò íàì ñëåäóþùåå ïðåèìóùåñòâî: ñïåêòðàëü-
íóþ òåîðåìó, îòíîñÿùóþñÿ ê çàäà÷å 2.3.

Ââåäåì ñëåäóþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(g, g̃)−,ε = 〈g, L−1ε g̃〉
â ïðîñòðàíñòâå H−(D,S); äàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåò íîðìó,
êîòîðàÿ ðàâíà ‖ · ‖−,ε.

Ëåììà 2.5. Äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1] ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà {λ(ε)k }k∈N
è ôóíêöèè {b(ε)k }k∈N ⊂ H+(D,S) òàêèå, ÷òî

(2.4) (∂b
(ε)
k , ∂v)L2(D) + ε (b

(ε)
k , v)L2(∂D\S) = λ

(ε)
k (b

(ε)
k , v)L2(D)

äëÿ ëþáîãî v ∈ H+(D,S). Ñèñòåìà {b(ε)k }k∈N ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì
áàçèñîì â H+(D,S) (ïî íîðìå (·, ·)+,ε), òàêæå ýòî îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â

L2(D) è H−(D,S) (ïî íîðìå (·, ·)−,ε). Áîëåå òî÷íî, {b(ε)k }k∈N ÿâëÿåòñÿ ñèñòå-
ìîé ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êîìïàêòíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

L−1ε ι′ι : H+(D,S)→ H+(D,S), ι′ιL−1ε : H−(D,S)→ H−(D,S),

ιL−1ε ι′ : L2(D)→ L2(D),

ñîîòâåòñòâóþùèõ (ïîëîæèòåëüíûì) ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì {(λ(ε)k )−1}k∈N,
ãäå

ι : H+(D,S)→ L2(D), ι′ : L2(D)→ H−(D,S)

ñóòü îïåðàòîðû åñòåñòâåííîãî âëîæåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [12, ëåììà 4], [13]. �

Ïî ïîñòðîåíèþ, êàæäàÿ ôóíêöèÿ b
(ε)
k óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

−(∆− ε+ λ
(ε)
k )b

(ε)
k = 0 â D;

â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ ôóíêöèÿ b
(ε)
k ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé â D.

Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 2.3. Ñ ýòîé
öåëüþ, ïîëîæèì

G(N)
ε (z, ζ) =

N∑
k=1

b
(ε)
k (z)b

(ε)
k (ζ)

‖b(ε)k ‖L2(D)

.

Ñëåäñòâèå 2.6. Äëÿ êàæäîãî g ∈ H−(D,S) ðåøåíèå wε(g) ∈ H+(D,S) çàäà÷è
2.3 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

wε(g)(z) = lim
N→∞

〈g,G(N)
ε (z, ·)〉, z ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ u ∈ H+(D,S) è g ∈
H−(D,S) ìû èìååì

u =

∞∑
k=1

(u, b
(ε)
k )+,εb

(ε)
k , g =

∞∑
k=1

(g, ι′ιb
(ε)
k )−,ε

‖b(ε)k ‖2−,ε
ι′ιb

(ε)
k .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåììà 2.5 îçíà÷àåò, ÷òî

Lεb
(ε)
k = λ

(ε)
k ι′ιb

(ε)
k and Lεu =

∞∑
k=1

(u, b
(ε)
k )+,ελ

(ε)
k ι′ιb

(ε)
k .

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû {b(ε)k }k∈N, ìû âèäèì, ÷òî

(wε(g), b
(ε)
k )+,ε =

(g, ι′ιb
(ε)
k )−,ε

‖b(ε)k ‖2−,ε
.

Íàêîíåö, ïî îïðåäåëåíèþ,

(g, ι′ιb
(ε)
k )−,ε = 〈g, L−1ε ι′ιb

(ε)
k 〉 = (λ

(ε)
k )−1〈g, b(ε)k 〉,

‖b(ε)k ‖
2
−,ε = (ι′ιb

(ε)
k , ι′ιb

(ε)
k )−,ε = 〈ι′ιb(ε)k , L−1ε ι′ιb

(ε)
k 〉 =

(λ
(ε)
k )−1〈ι′ιb(ε)k , b

(ε)
k 〉 = λ

(ε)
k ‖b

(ε)
k ‖

2
L2(D)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(wε(g), b
(ε)
k )+,ε =

〈g, b(ε)k 〉
‖b(ε)k ‖2L2(D)

.

Ïîýòîìó

wε(g)(z) =

∞∑
k=1

(wε(g), b
(ε)
k )+,εb

(ε)
k (z) = lim

N→∞

N∑
k=1

〈g, b(ε)k 〉
‖b(ε)k ‖2L2(D)

b
(ε)
k (z),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñëåäñòâèå 2.7. Äëÿ êàæäîãî f ∈ L2(D) ðåøåíèå uε ∈ H+(D,S) çàäà÷è 2.1
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

uε(f)(z) = lim
N→+∞

(f, ∂G(N)
ε (z, ·))L2(D), z ∈ D.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2.6, ñ ó÷åòîì ñëåäóþùåé ñâÿçè ìåæäó
äàííûìè çàäà÷ 2.1 è 2.3:

〈g, v〉 = (f, ∂v)L2(D),

(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4). �

Îáñóäèì òåïåðü î÷åíü âàæíûé âîïðîñ î òîì, êàê íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðà
çàäà÷è Çàðåìáû, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðåøåíèå çàäà÷è 1.3.

Ïóñòü D - ýòî åäèíè÷íûé äèñê â C. Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû {b(ε)k } äëÿ D = D
ìîæíî âûïîëíèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû ôóíêöèé Áåññåëÿ

Jp(z) =

∞∑
k=0

(−1)k

22k+p
z2k+p

k! (k + p)!
, J−p(z) = (−1)pJp(z), z ∈ C, p ∈ Z+.

À èìåííî, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è 2.3 â äèñêå

D, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ
(ε)
k , èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìó

(2.5) b
(ε)
k (z) =

∑
q∈Z

(z/|z|)q Jq(|z|
√
λ
(ε)
k ) d(ε)q (S),

ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè {d(ε)q (S)}q∈Z ⊂ C. Åñëè S = ∅ èëè S = ∂D,
òîãäà ñóììà ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî íåíóëåâîãî ñëàãàåìîãî; åñëè S 6= ∂D è

S 6= ∅, òîãäà ÷èñëî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ d
(ε)
q (S) ñóììû íå ìîæåò áûòü

êîíå÷íûì (ñì., íàïðèìåð, [22, äîïîëíåíèå. II, ñ. 1, �2]. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

λ
(ε)
k è êîýôôèöèåíòû {d(ε)q (S)}q∈Z ìîãóò áûòü íàéäåíû èç îòíîøåíèÿ b

(ε)
k = 0

íà S è (∂ν + ε) b
(ε)
k = 0 íà ∂D \ S.

3. îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Íåðàâåíñòâà (1.1) è ëåììà 2.2 äàþò íàì ñëåäóþùóþ ãðóáóþ îöåíêó äëÿ
ñåìåéñòâà {uε(f)}ε∈(0,1]:

‖uε(f)‖+,1 ≤
1√
ε
‖uε(f)‖+,ε ≤

1√
ε
‖f‖L2(D), ε ∈ (0, 1].

Òàêèì îáðàçîì, ýòî ñåìåéñòâî ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì ïðè ε → +0. Âû-
ÿñíèì, êàê ïîâåäåíèå ñåìåéñòâà {uε(f)}ε>0 âëèÿåò íà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
1.3.

Òåîðåìà 3.1. Ñåìåéñòâî {‖uε(f)‖+,1}ε∈(0,1] îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò u ∈ H+(D,S), óäîâëåòâîðÿþùåå (1.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî A ⊂ (0, 1], ÷òî

1) íóëü ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé A;
2) ñåìåéñòâî {‖uδ(f)‖+,1}δ∈A îãðàíè÷åíî.

Òîãäà ñóùåñòâóåò u ∈ H+(D,S), óäîâëåòâîðÿþùåå (1.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóëü ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíî-
æåñòâà A è ñåìåéñòâî {‖uδ(f)‖+,1}δ∈A îãðàíè÷åíî. Ñîãëàñíî (2.1), ìû èìååì

(∂uδ(f), ∂v)L2(D) + δ (uδ(f), v)L2(D) = (f, ∂v)L2(D)



12 À.Í. ÏÎËÊÎÂÍÈÊÎÂ AND À.À. ØËÀÏÓÍÎÂ

äëÿ âñåõ v ∈ H+(D,S). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè A 3 δ → +0 â ïîñëåäíåì
ðàâåíñòâå è ïîëüçóÿñü òåì ôàêòîì, ÷òî {uδ(f)}δ∈A îãðàíè÷åíî, ìû ïîëó÷àåì

(3.1) lim
δ→+0

(∂uδ(f), ∂v)L2(D) = (f, ∂v)L2(D)

äëÿ âñåõ v ∈ H+(D,S).
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñëàáî êîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{uδj (f)} ⊂ H+(D,S), ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ê ýëåìåíòó u ∈
H+(D,S). Çäåñü {δj} ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè j →∞.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî {uδj (f)} ñõîäèòñÿ ñëàáî ê u â Hs(D) ïðè s < 1/2 è
j →∞.

Èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî âëîæåíèå is : H+(D,S) → Hs(D) íåïðåðûâíî
äëÿ ëþáîãî s < 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð i?s : Hs(D) →
H+(D,S) òàêæå îãðàíè÷åí, à

lim
j→∞

(isuδj (f), v)Hs(D) = lim
j→∞

(uδj (f), i?sv)H+(D,S) = (u, i?sv)H+(D,S)

äëÿ âñåõ v ∈ Hs(D). Ýòî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî {uδj (f)} ñõîäèòñÿ ñëàáî â
Hs(D).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂
?

: L2(D) → H+(D,S) ñîïðÿæåííûé ê îãðàíè÷åííîìó
ëèíåéíîìó îïåðàòîðó ∂ : H+(D,S)→ L2(D). Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò

(3.2) lim
A3δ→+0

(∂uδ(f), ∂v)L2(D) = lim
A3δ→+0

(uδ(f), ∂
?
∂v)H+(D,S) =

(u(f), ∂
?
∂v)H+(D,S) = (∂u(f), ∂v)L2(D)

äëÿ âñåõ v ∈ H+(D,S). Êîìáèíèðóÿ (3.1) è (3.2) ìû âèäèì, ÷òî (1.5) âûïîëíÿ-
åòñÿ äëÿ ôóíêöèè u ∈ H+(D,S). �

Ìû ïîëó÷èì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, ÷åì òåîðåìà 3.1, åñëè äîêàæåì
ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 3.3. Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u ∈ H+(D,S), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
(1.5), òî ñåìåéñòâî {‖uε(f)‖+,1}ε∈(0,1] îãðàíè÷åíî è

lim
ε→+0

‖∂(uε(f)− u)‖L2(D) = 0.

Áîëåå òîãî, {uε(f)}ε∈(0,1] ñõîäèòñÿ ñëàáî ê u ∈ H+(D,S) ïðè ε → +0 è ñõî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ u â Hs(D) äëÿ âñåõ s < 1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò u ∈ H+(D,S), óäîâëåòâîðÿþùåå (1.5). Îáî-
çíà÷èì Rε = uε(f)− u, òîãäà èç (1.5) è (2.1) ñëåäóåò, ÷òî

(3.3) (∂Rε, ∂v)L2(D) + ε (Rε, v)L2(∂D) = −ε (u, v)L2(∂D)

äëÿ âñåõ v ∈ H+(D,S). Òàê êàê

| − ε (u, v)L2(∂D)| ≤ ε‖u‖L2(∂D)‖v‖L2(∂D) ≤
√
ε‖u‖L2(∂D)‖v‖+ε,

òî îòîáðàæåíèå v 7→ −ε (u, v)L2(∂D) îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíê-

öèîíàë gε(u) â ïðîñòðàíñòâå H+(D,S) è

‖gε(u)‖ ≤
√
ε‖u‖L2(∂D).

Òàêèì îáðàçîì, (3.3) îçíà÷àåò, ÷òî Rε = wε(gε(u)) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è 2.3 ñ
äàííûìè g = gε(u).
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Ñîãëàñíî (1.1) è ëåììå 2.4, ìû èìååì

‖Rε‖+,1 ≤
1√
ε
‖Rε‖+,ε ≤

1√
ε

√
ε ‖u‖L2(∂D) = ‖u‖L2(∂D).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî {‖Rε‖+,1}ε∈(0,1], à òàêæå ñåìåéñòâî {‖uε(f)‖+,1}ε∈(0,1],
îãðàíè÷åíû. Èç (3.3) ñëåäóåò

lim
ε→+0

‖∂(uε(f)− u)‖2L2(D) = lim
ε→+0

‖∂Rε‖2L2(D) =

− lim
ε→+0

ε
(
‖Rε‖2L2(∂D) + (u,Rε)L2(∂D)

)
= 0.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî {uε(f)}ε∈(0,1] ñõîäèòñÿ ñëàáî ê u â H+(D,S) ïðè
ε → +0. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ñòðîèòü îò ïðîòèâíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
{uε(f)}ε∈(0,1] íå ñõîäèòñÿ ñëàáî ê u â H+(D,S), òî ñóùåñòâóþò v ∈ H+(D,S),
γ > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εj}, ñòðåìÿùàÿñÿ ê +0 ïðè j →∞, òàêèå, ÷òî

(3.4) |(uεj − u, v)+,1| ≥ γ
äëÿ ëþáîãî j ∈ N. Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uεj} îãðàíè÷åíà â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H+(D,S), à çíà÷èò ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿ-
ùàÿñÿ ñëàáî â H+(D,S). ×òîáû íå óñëîæíÿòü îáîçíà÷åíèÿìè, ìû ñíîâà îáî-
çíà÷èì åå êàê {uεj}. Êàê ìû óæå âèäåëè â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.2, ñëàáûé
ïðåäåë {uεj} åñòü u. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (3.4), à ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâàÿ ÷àñòü
ëåììû äîêàçàíà.

Íàêîíåö, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2, ïðîñòðàíñòâî H+(D,S) íåïðåðûâíî âëîæåíî
â ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà-Ñëîáîäåöêîãî H1/2−δ(D) ïðè ëþáîì δ > 0. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî êîìïàêòíûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåâîäÿò
ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñõîäÿùóþñÿ. Òàêèì îáðàçîì, èç òåî-
ðåìû Ðåëëèõà-Êîíäðàøîâà î êîìïàêòíûõ âëîæåíèÿõ äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáî-
ëåâà ñëåäóåò, ÷òî {uε(f)}ε∈(0,1] ñõîäèòñÿ ê u â Hs(D) äëÿ ëþáîãî s < 1/2 ïðè
ε→ +0. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ëåìì 3.2 è 3.3. �

Ñëåäñòâèå 3.4. Ñåìåéñòâî {‖uε(f)‖+,1}ε∈(0,1] îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà çàäà÷à 1.3 ðàçðåøèìà. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå

lim
ε→+0

‖∂uε(f)− f‖L2(D) = 0

è {uε(f)}ε∈(0,1] ñõîäèòñÿ ñëàáî â H+(D,S), ïðè ε → +0, ê ðåøåíèþ u ∈
H+(D,S) çàäà÷è 1.3. Êðîìå òîãî, îíî ñõîäèòñÿ ê u â ïðîñòðàíñòâå Hs(D)
äëÿ ëþáîãî s < 1/2 à òàêæå è â H1

loc(D ∪ S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî÷òè âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç òåîðåìû 3.1 è ëåìì
3.3 è 1.7. Íàì îñòàåòñÿ òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî {uε(f)}ε∈(0,1] ñõîäèòñÿ ê u â òîïî-
ëîãèè H1

loc(D ∪S), åñëè u ∈ H+(D,S) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 1.3. Äåéñòâè-
òåëüíî, ìû çàìå÷àåì, ÷òî {uε(f)− u}ε∈(0,1] îãðàíè÷åíà â H+(D) â ñèëó ëåììû
3.3, è

lim
ε→+0

‖∂(uε(f)− u)‖L2(D) = 0,

t(uε(f)− u) = 0

íà S äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1]. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ [23, òåîðåìó 7.2.6], ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî {uε(f)}ε∈(0,1] ñõîäèòñÿ ê u â H1

loc(D ∪ S). �
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Íàêîíåö, âûïèøåì ôîðìóëó êàðëåìàíîâñêîãî òèïà äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êî-
øè 1.3.

Ñëåäñòâèå 3.5. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H+(D,S) ìû èìååì:

(u, v)+,1 = lim
ε→+0

lim
N→+∞

((∂u, ∂G(N)
ε (z, ·))L2(D), v(z))L2(D),

äëÿ âñåõ v ∈ H+(D,S).

Ðàáîòà áûëà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ äëÿ íàó÷íûõ èññëå-
äîâàíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ ó÷åíûõ â Ñèáèðñêîì ôåäåðàëüíîì óíè-
âåðñèòåòå, êîíòðàêò �14.Y26.31.0006, à òàê æå ãðàíòîì ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ
ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-9149.2016.1.
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Àííîòàöèÿ. LetD be an open connected set with su�ciently smooth boundary
∂D on the complex plane C. Perturbing the Cauchy problem for the Cauchy-
Riemann system ∂u = f in D with boundary data on a closed set S ⊂ ∂D we
obtain a family of Zaremba type problems for the Laplace equation depending
on a small parameter ε ∈ (0, 1] in boundary conditions. Although the mixed
problems are subject to a non-coercive boundary condition on ∂D \ S in
general, each of them is uniquely solvable in an appropriate Hilbert space
H+(D), continuously embedded to the Lebesgue L2(∂D) and to the Sobolev-

Slobodetskii space H1/2−δ(D) for any δ > 0. The corresponding family {uε} of
solutions approximates the solution of the Cauchy problem inH+(D) whenever
the solution exists. We also prove that the existence of a solution to the Cauchy
problem in H+(D) is equivalent to the boundedness of the family {uε} in this
space. We thus derive a solvability condition for the Cauchy problem and an
e�ective method of constructing its solution via Carleman type formula.
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