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В работе исследуется однозначная разрешимость задачи определения функции источника уравне-

ния теплопроводности в случае краевых условий второго рода. Неизвестный источник зависит

от всех независимых переменных, входящих в уравнение, и имеет вид F (t, x, y) = f(t, x) + g(t, y).

Получены достаточные условия сходимости решения исходной обратной задачи к решению ста-

ционарной обратной задачи при стремлении временной переменной к бесконечности.

Ключевые слова: обратная задача, стабилизация, уравнения в частных производных, задачи иден-

тификации коэффициентов.

В работе исследуется однозначная разрешимость обратной краевой задачи для линей-

ного параболического уравнения в случае, когда искомый коэффициент зависит от всех

независимых переменных, входящих в уравнение. Проведено исследование поведения ре-

шения обратной задачи при t → ∞.

Единственность решения обратной задачи для эволюционного кинетического уравнения

в случае, когда функция источника зависит от всех независимых переменных, входящих

в уравнение, была исследована в [1]. Разрешимость задачи идентификации коэффициента

вида f(t) + g(x) в одномерном параболическом уравнении в случае финального условия

переопределения была исследована в [3].

Вопросы стабилизации решения обратных задач при t → ∞ для параболических урав-

нений в случае краевых условий рассматривались в работах [4, 5].

В области QT = (0, T )×Ω, где Ω = {(x, y)|0 < x < x0, 0 < y < y0}, рассматриваем задачу

о нахождении функций u(t, x, y), F (t, x, y) = f(t, x) + g(t, y), удовлетворяющих уравнению

ut = uxx + uyy + f(t, x) + g(t, y), (t, x, y) ∈ QT , (1)

начальному условию

u(0, x, y) = u0(x, y), (x, y) ∈ Ω, (2)

граничным условиям

ux(t, 0, y) = ux(t, x0, y) = 0, (t, y) ∈ [0, T ] × [0, y0],

uy(t, x, 0) = uy(t, x, y0) = 0, (t, x) ∈ [0, T ] × [0, x0]
(3)
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и условиям переопределения

u(t, x, y) = β(t, y), (t, y) ∈ [0, T ] × [0, y0], (4)

u(t, x, y) = γ(t, x), (t, x) ∈ [0, T ] × [0, x0], (5)

где x, y — фиксированные числа и 0 < x < x0, 0 < y < y0.

Считаем, что входные данные (2)–(5) согласованы, т.е.

β(t, y) = γ(t, x), t ∈ [0, T ],

γ′

x(t, 0) = γ′

x(t, x0) = 0, t ∈ [0, T ],

β′

y(t, 0) = β′

y(t, y0) = 0, t ∈ [0, T ],

β(0, y) = u0(x, y), y ∈ [0, y0],

γ(0, x) = u0(x, y), x ∈ [0, x0],

u0x(0, y) = u0x(x0, y) = 0, y ∈ [0, y0],

u0y(x, 0) = u0y(x, y0) = 0, x ∈ [0, x0].

(6)

Пусть входные данные задачи (1)–(5) удовлетворяют условиям

β(t, y) ∈ C2((0, T ) × (0, y0)) ∩ C1([0, T ] × [0, y0]), (7)

γ(t, x) ∈ C2((0, T ) × (0, x0)) ∩ C1([0, T ] × [0, x0]), (8)

u0(x, y) ∈ C3(Ω). (9)

Считаем, что Cl,m((0, T )×Ω) — пространство функций, непрерывно дифференцируемых

по временной переменной t на (0, T ) до порядка l и непрерывно дифференцируемых по

пространственным переменным x и y на Ω до порядка m включительно.

Теорема 1. Пусть выполнены уcловия (7)–(9), тогда задача (1)–(5) имеет единственное

решение u(t, x, y) ∈ C1,2((0, T ] × Ω) ∩ C([0, T ] × Ω), F (t, x, y) = f(t, x) + g(t, y) ∈ C(QT ) ∩
C0,1((0, T ] × Ω) и существуют непрерывные в QT производные uxxy(t, x, y), uyyx(t, x, y).

Доказательство. Продифференцируем уравнение (1) и условия (2), (3) по переменным

x и y. Пусть v(t, x, y) = uxy(t, x, y). Тогда функция v(t, x, y) удовлетворяет задаче

vt = vxx + vyy, (10)

v(0, x, y) = v0(x, y), (x, y) ∈ Ω, (11)

v(t, 0, y) = v(t, x0, y) = 0, (t, y) ∈ [0, T ] × [0, y0],

v(t, x, 0) = v(t, x, y0) = 0, (t, x) ∈ [0, T ] × [0, x0],
(12)

где v0 =
∂2u0

∂x∂y
.

Начальное условие и краевые условия согласованы:

v0(0, y) = v(x0, y) = v(x, 0) = v(x, y0) = 0.

Используя метод Фурье [2], получаем, что решение задачи (10)–(12) представимо фор-

мулой

v(t, x, y) =

∞∑

k,j=1

v0kjexp

(
−
(

kπ

x0

)2

t −
(

jπ

y0

)2

t

)
sin

kπx

x0
sin

jπy

y0
, (13)
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где

v0kj =
2√
x0y0

x0∫

0

y0∫

0

v0(x, y) sin
kπx

x0
sin

jπy

y0
dxdy.

Условия (7) на u0(x, y) гарантируют, что ряд (13) сходится равномерно в QT . Нетрудно

показать, что функция v(t, x, y) — сумма ряда (13) — имеет при t > 0 производные всех

порядков по t, x, y.

Рассмотрим обратную задачу (1)–(4). Покажем, что ее решение определяется формулами

u =

x∫

x

y∫

y

v(t, ξ, η) dξ dη + β(t, y) + γ(t, x) − γ(t, x), (14)

F = f(t, x) + g(t, y) = γt(t, x) − uyy(t, x, y)−
−γxx(t, x) − γt(t, x) + γxx(t, x) + βt(t, y)−

−uxx(t, x, y) − βyy(t, y) + uyy(t, x, y),

(15)

где v(t, x, y) — решение задачи (10)–(12).

Подставим функцию u(t, x), определенную формулой (14), в уравнение (1).

x∫

x

y∫

y

vt(t, ξ, η) dξ dη + β′

t(t, y) + γ′

t(t, x) − γ′

t(t, x) =

=

y∫

y

vx(t, x, η) dη + γ′′

xx(t, x) +

x∫

x

vy(t, ξ, y) dξ + β′′

yy(t, y) + f(t, x) + g(t, y).

(16)

В (16) сумма f(t, x) + g(t, y) определена формулой (15).

Интегрируя уравнение (10) по переменной x, а затем по переменной y в заданной области

и учитывая, что vx =
∂

∂y
(uxx), vx =

∂

∂x
(uyy) и условия переопределения (4),(5), приходим

к тождеству
x∫

x

y∫

y

vt(t, ξ, η) dξ dη =

y∫

y

vx(t, x, η) dη +

x∫

x

vy(t, ξ, y) dξ+

+β′′

yy(t, y) + γ′′

xx(t, x) − uxx(t, x, y) − uyy(t, x, y).

(17)

Из (17) и формулы (10) для суммы f(t, x) + g(t, y) следует, что тождество (16) верно.

Таким образом, показали, что функции u(t, x, y), F (t, x, y) = f(t, x) + g(t, y) удовлетво-

ряют уравнению (1).

Заметим, что из свойств гладкости функции v(t, x, y) следует, что u(t, x, y) ∈ C1,2((0, T ]×
Ω) ∩ C([0, T ] × Ω), F (t, x, y) = f(t, x) + g(t, y) ∈ C(QT ) ∩ C0,1((0, T ] × Ω) и существуют

непрерывные в QT производные uxxy(t, x, y), uyyx(t, x, y).

Проверим выполнение начального условия (2) для u(t, x, y). Рассмотрим u(t, x, y) при

t = 0. Имеем

u(0, x, y) =

x∫

x

y∫

y

v(0, ξ, η) dξ dη + β(0, y) + γ(0, x) − γ(0, x).
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Так как v(0, x, y) = u0xy(x, y), то последнее равенство преобразуется к виду

u(0, x, y) = u0(x, y) − u0(x, y) − u0(x, y) + u0(x, y) + β(0, y) + γ(0, x) − γ(0, x).

Из последнего тождества и условий согласования (6) следует, что выполнено начальное

условие для функции u(t, x, y).

Выполнение краевых условий и условий переопределения для функции u(t, x, y) очевид-

но.

Таким образом, установлено, что функции u(t, x, y), F (t, x, y) = f(t, x)+g(t, y) — решение

задачи (1)–(5).

Доказательство единственности решения обратной задачи может быть проведено ана-

логично [3]. 2

Лемма 1. Пусть выполнены условия теоремы и

lim
t→∞

( sup
x∈[0,x0]

(|γ(t, x)|+ |γt(t, x)|+ |γxx(t, x)|)+ sup
y∈[0,y0]

(|β(t, y)|+ |βt(t, y)|+ |βyy(t, y)|)) = 0. (18)

Тогда для решения обратной задачи (1)–(5) выполнено

lim
t→∞

(sup
Ω

|u(t, x, y)| + sup
Ω

|f(t, x) + g(t, y)|) = 0. (19)

Доказательство. Так как решение обратной задачи (1)–(5) определяется через решение

прямой задачи (10)–(12) v(t, x, y), то исследуем поведение v(t, x, y) при t → ∞.

Покажем, что для решения v(t, x, y) задачи (10)–(12) выполняется

lim
t→∞

(sup
Ω

|v(t, x, y)| + sup
Ω

|vx(t, x, y)| + sup
Ω

|vy(t, x, y)|) = 0. (20)

Перепишем формулу (13) для v(t, x, y) в виде

v(t, x, y) =
m∑

k,j=1

v0kjexp
(
−(kπ

x0

)2t − ( jπ

y0

)2t
)

sin kπx
x0

sin jπy

y0

+

+
∞∑

k,j=m+1

v0kjexp
(
−(kπ

x0

)2t − ( jπ

y0

)2t
)

sin kπx
x0

sin jπy

y0

,
(21)

где номер m выбираются таким образом, чтобы выполнялось
πk

x0
> 1 при k > m,

πj

y0
> 1

при j > m. Тогда для второй суммы в (21) имеет место оценка

∣∣∣∣∣
∞∑

k,j=m+1

v0kjexp (−(kπ
x0

)2t − ( jπ

y0

)2t) sin kπx
x0

sin jπy

y0

∣∣∣∣∣ 6 C1

∞∑
k,j=m+1

exp
(
−(kπ

x0

)2t − ( jπ

y0

)2t
)

6

6
∞∑

k=m+1

exp (−kπt
x0

) ·
∞∑

j=m+1

exp (− jπt

y0

) 6
1

(e
πt
x0 − 1)(e

πt
y0 − 1)

.

(22)

Из (22) и (13) следует, что

sup
Ω

|v(t, x, y)| → 0 при t → ∞.

Покажем, что lim
t→∞

sup
Ω

|vx(t, x, y)| = 0.
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Продифференцируем (13) по x:

vx(t, x, y) =

∞∑

k,j=1

v0kj

πk

x0
exp

(
−
(

kπ

x0

)2

t −
(

jπ

y0

)2

t

)
cos

kπx

x0
sin

jπy

y0
. (23)

Имеет место оценка

|vx(t, x, y)| 6 C2

∞∑

k=1

πk

x0
exp

(
−
(

kπ

x0

)2

t

)
·

∞∑

j=1

πj

y0
exp

(
−
(

kπ

y0

)2

t

)
6

6 C3




m∑

j=1

πj

y0
exp

(
−
(

kπ

y0

)2

t

)
+

∞∑

j=m+1

πj

y0
exp

(
−
(

kπ

y0

)2

t

)
 6

6 C3




m∑

j=1

πj

y0
exp

(
−
(

kπ

y0

)2

t

)
+

1

e
πt
y0 − 1


 .

Из последней оцеки следует, что

sup
Ω

|vx(t, x, y)| → 0 при t → ∞.

Аналогично устанавливается, что

sup
Ω

|vy(t, x, y)| → 0 при t → ∞.

Так как решение исходной обратной задачи u(t, x, y) и F (t, x, y) = f(t, x) + g(t, y) опре-

деляется формулами (14), (15), то имеют место неравенства

sup
Ω

|u(t, x, y)| 6 C4(sup
Ω

|v(t, x, y)| + sup
[0,y0]

|β(t, y)| + sup
[0,x0]

|γ(t, x)|),

sup
Ω

|uxx(t, x, y)| 6 C5(sup
Ω

|vx(t, x, y)| + sup
[0,x0]

|γxx(t, x)|),

sup
Ω

|uyy(t, x, y)| 6 C6(sup
Ω

|vy(t, x, y)| + sup
[0,y0]

|βyy(t, y)|),

sup
Ω

|f(t, x) + g(t, y)| 6 C7(sup
Ω

|uxx(t, x, y)| + sup
Ω

|uyy(t, x, y)| + sup
[0,x0]

|γxx(t, x)|+

+ sup
[0,y0]

|βyy(t, y)| + sup
[0,y0]

|βt(t, y)| + sup
[0,x0]

|γt(t, x)|.

Из приведенных выше неравенств, условия леммы (18) и (20) следует, что имеет место (19).

2

Замечание 1. Условие (18) леммы 1 выполняется, если, например, функции γ(t, x) и β(t, y)

имеют вид

γ(t, x) = q1(x)m1(t), β(t, y) = q2(y)m2(t),

где mi(t) → 0, i = 1, 2, при t → ∞.

В Ω = {(x, y)|0 < x < x0, 0 < y < y0} рассмотрим стационарную обратную задачу

∆ũ = f̃(x) + g̃(y), (x, y) ∈ Ω,

ũx(0, y) = ũx(x0, y) = 0, y ∈ [0, y0],

ũy(x, 0) = ũy(x, y0) = 0, x ∈ [0, x0],

ũ(x, y) = β̃(y), y ∈ [0, y0],

ũ(x, y) = γ̃(x), x ∈ [0, x0].

(24)
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В (24) неизвестны функции ũ(x, y), f̃(x) + g̃(y).

Считаем, что входные данные задачи (23) согласованы.

β̃′(0) = β̃′(y0) = 0, γ̃′(0) = ′̃(x0) = 0 γ̃(x) = β̃(y).

Единственное решение обратной задачи (23) определяется формулами

ũ(x, y) = β̃(y) + γ̃(x) − (̃x),

f̃(x) + g̃(y) = β̃′′(y) + γ̃′′(x).
(25)

Лемма 2. Пусть выполнены условия теоремы и

lim
t→∞

γ(t, x) = γ̃(x), lim
t→∞

γxx(t, x) = γ̃′′(x), lim
t→∞

γt(t, x) = 0,

lim
t→∞

β(t, y) = β̃(y), lim
t→∞

βyy(t, y) = β̃′′(y) lim
t→∞

βt(t, y) = 0.

Тогда решение обратной задачи (1)–(5), определяемое формулами (17), (18), стремится

к решению (25) стационарной обратной задачи (24) при t → ∞.
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