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Здесь формулируется задача оптимального управления процессом с распределенными 
параметрами, при этом учитываются ограничения на управляющие и связанные с ними потоки. 
Получены необходимые условия оптимальности. Проведен анализ условий стационарности и 
предложена методика построения области допустимых управлений. Разработанный метод 
оптимизации применен при автоматизации промышленных ректификационных установок 
сернокислотного алкилирования изобутана бутиленами, получения ортоксилола и др.

Ключевые слова: оптимальное управление, процессы с распределенными параметрами, 
ректификация, математическая модель.

Введение

В настоящее время мощное развитие получили теория и практика систем с распределен-
ными параметрами [1–9]. Это обусловлено, с одной стороны, наличием современных науко-
емких технологий в металлургии, нефтепереработке и нефтехимии, энергетике и других от-
раслях промышленности, с другой – разработанным перспективным математическим методом 
анализа гидротермодинамических процессов и систем управления с целью проектирования 
высокоэффективных производств [10–24]. Произошло весьма продуктивное соединение со-
временного математического аппарата с нуждами практических проблем в промышленности 
и современными вычислительными технологиями. Важным обстоятельством выступает тот 
факт, что основу большинства непрерывных промышленных производств составляют процес-
сы тепломассообмена в условиях сложных гидродинамических явлений, например в условиях 
суперкавитации [11, 13, 23, 24]. Однако совместное рассмотрение и изучение вышеназванных 
процессов довольно сложная задача, и в последнее время в основном изучают с различных 
точек зрения теоретические и прикладные задачи раздельно, мало учитывая влияние одних 
процессов на другие. 

Вычислительные технологии объединяют новейшие достижения математических мето-
дов с нуждами производства, несмотря на то, что они развиваются самостоятельно, но тем 
не менее влияют друг на друга. И только в вычислительных технологиях достигается совер-
шенство математических абстракций и реального производства, решаются различные систе-
мы уравнений в частных производных в области постановки краевых задач, аналитических и 
численных методов, вопросы качественного исследования краевых задач и задач оптимального 
управления. Результатом этого эволюционного процесса могут являться разработанные науч-
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но обоснованные методы расчета основных технологических и конструктивных параметров 
(геометрических, гидротермодинамических и кавитационных) при проектировании надежных 
и высокопроизводительных технологических аппаратов в различных отраслях промышленно-
сти, в которых происходят процессы тепломассообмена и гидродинамики взаимодействующих 
потоков. Важными остаются вопросы степени адекватности математического описания этих 
процессов реальным режимам технологических объектов. Для различных условий адекват-
ность может быть разной. Необходимо, чтобы точность математического описания соответ-
ствовала требованиям конкретного производства.

Значимым элементом вычислительных технологий являются системы с распределенны-
ми параметрами, которые функционируют в условиях управления, в том числе оптимального. 
Распределенность параметров процесса требует особых подходов при синтезе систем контроля 
и управления. В частности, для таких систем естественным образом необходимо применять 
распределенный контроль и распределенное управление [1–3, 10, 11].

В статье рассматривается задача оптимального управления процессами с рециркуляцией 
взаимодействующих потоков в ректификационных колоннах. Рециркуляция приводит к тому, 
что одни и те же управления как граничные, так и «объемные». Поэтому для вывода необходи-
мых условий оптимальности здесь непосредственно применяется метод вариаций; управления 
предполагаются кусочно-непрерывными, а соответствующие им решения – непрерывными и 
кусочно-гладкими [1, 2, 11]. 

Постановка задачи

Рассмотрим следующую модель управляемого процесса:
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что короче будем записывать таким образом:  
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Такой вид L  соответствует предположению, что изменение потока в 

жидкой фазе по высоте колонны происходит только за счет вводимого потока 
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Из этих равенств следует, что ( ) ( ) (1 )dL t L t L t= = , .  

Анализ условий (5) показывает, что только два из четырех потоков W, D, 

L, V являются независимыми. Выбор тех или иных двух независимых потоков в 

качестве управлений определяет соответствующие задачи. Эти задачи, как 

задачи оптимального управления в классе кусочно-непрерывных управлений с 
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где θ∗  – заданная функция.  

 

Задача оптимального управления с управляющими потоками L W,  

 

Здесь рассматривается задача оптимального управления, в которой 
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поток F  считается заданным. Переходя к нормальной форме 
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Анализ условий (5) показывает, что только два из четырех потоков W, D, L, V являются 
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деляет соответствующие задачи. Эти задачи, как задачи оптимального управления в классе 
кусочно-непрерывных управлений с критерием качества 
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где ξ(1), ξ(2), η(1), η(2) – функции, определенные на Ω = {(l,t) | 0 < l < 1, 0 < t < T}; 
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Пусть L, W – оптимальные управления; u, z – соответствующие им (согласно (16)) вспо-
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при t – T, 0 < l < 1: ξ = 0, η = 0;	 (19)
при l = 1, 0 < t < T:
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Так как уравнения (21), (22) определяют функции ξ, η, λ�
���, λ�

���, λ�
���, λ�

���, 

λ�
��� полностью, то случаи, когда функций εγ ,  равны нулю, связаны с 

дополнительными жесткими условиями на параметры задачи. Поэтому 

основным случаем следует считать тот, при котором ,0,0,0,0 ≠≠== εγuz  

т.е. � � �����,� � ����� или 1( )W F t C= + , где maxmin1 ,, LLLLconstC ===  или 

2( )L F t C=− + , где constC =2 . Условия (13)–(14) можно использовать для 

построения областей значений оптимальных управлений. В частности, пусть  

 

max min min max max min( ) ( ) ( ) ( )F t L V F t D F t D F t L V+ − < − , − < + − ,  
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соответственно этому управлению ( )W t  на рис. 3 приведена область значений 

управления ( )L t . Из этих двух рисунков следует:  

1) если minW W= , то  

{ } { };)(,min)(,max minmaxmaxminminmin tFWVLtFWVL −+≤−+   

	 (20)

при 0 < t < T:

9 
 

( ) ;0)(,0

,0)1()(

)3()2(
)1(

*)2()3(

)3()2(

=−−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=

′
=⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=−+−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

d
x

d
dddd

x

ddd
y

WFL
H

yEL
H

EWFL
H

d

λλλλλξ

λλη

 (20) 

при 0 t T< < : 

( ) +−+−−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′+′−∫ )(),0(),0(

)1()1(1

0
dd

x

d

x

k
l

y
l

x

xy
H

tytx
H

dly
H

x
H

dk

λληξ   (21) 

(2)
min max( (1 ) (1 )) ( 2 ) 0d d dy t y x x t L L Lλ γ+ , − + − , − + − = ,  

+−−−−−+′−∫ )),1(()()),0(( )2(
)1()1(1

0
dddd

x

d
k

x

k
l

y

ytyxy
H

tyx
H

dly
H

dk

λλλη  (22) 

min max( 2 ) 0W W Wε+ + − = ,  

yu = 0, εz = 0. 

Так как уравнения (21), (22) определяют функции ξ, η, λ�
���, λ�

���, λ�
���, λ�

���, 

λ�
��� полностью, то случаи, когда функций εγ ,  равны нулю, связаны с 

дополнительными жесткими условиями на параметры задачи. Поэтому 

основным случаем следует считать тот, при котором ,0,0,0,0 ≠≠== εγuz  

т.е. � � �����,� � ����� или 1( )W F t C= + , где maxmin1 ,, LLLLconstC ===  или 

2( )L F t C=− + , где constC =2 . Условия (13)–(14) можно использовать для 

построения областей значений оптимальных управлений. В частности, пусть  

 

max min min max max min( ) ( ) ( ) ( )F t L V F t D F t D F t L V+ − < − , − < + − ,  

max min max( ) ( )F t D F t L V− > + − . 

Область значений управлений ( )W t  для этого случая приведена на рис. 1. 

Пусть оптимальное управление ( )W t  имеет вид, представленный на рис. 2, 

соответственно этому управлению ( )W t  на рис. 3 приведена область значений 

управления ( )L t . Из этих двух рисунков следует:  

1) если minW W= , то  

{ } { };)(,min)(,max minmaxmaxminminmin tFWVLtFWVL −+≤−+   

	 (21)

9 
 

( ) ;0)(,0

,0)1()(

)3()2(
)1(

*)2()3(

)3()2(

=−−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=

′
=⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=−+−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

d
x

d
dddd

x

ddd
y

WFL
H

yEL
H

EWFL
H

d

λλλλλξ

λλη

 (20) 

при 0 t T< < : 

( ) +−+−−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′+′−∫ )(),0(),0(

)1()1(1

0
dd

x

d

x

k
l

y
l

x

xy
H

tytx
H

dly
H

x
H

dk

λληξ   (21) 

(2)
min max( (1 ) (1 )) ( 2 ) 0d d dy t y x x t L L Lλ γ+ , − + − , − + − = ,  

+−−−−−+′−∫ )),1(()()),0(( )2(
)1()1(1

0
dddd

x

d
k

x

k
l

y

ytyxy
H

tyx
H

dly
H

dk

λλλη  (22) 

min max( 2 ) 0W W Wε+ + − = ,  

yu = 0, εz = 0. 

Так как уравнения (21), (22) определяют функции ξ, η, λ�
���, λ�

���, λ�
���, λ�

���, 

λ�
��� полностью, то случаи, когда функций εγ ,  равны нулю, связаны с 

дополнительными жесткими условиями на параметры задачи. Поэтому 

основным случаем следует считать тот, при котором ,0,0,0,0 ≠≠== εγuz  

т.е. � � �����,� � ����� или 1( )W F t C= + , где maxmin1 ,, LLLLconstC ===  или 

2( )L F t C=− + , где constC =2 . Условия (13)–(14) можно использовать для 

построения областей значений оптимальных управлений. В частности, пусть  

 

max min min max max min( ) ( ) ( ) ( )F t L V F t D F t D F t L V+ − < − , − < + − ,  

max min max( ) ( )F t D F t L V− > + − . 

Область значений управлений ( )W t  для этого случая приведена на рис. 1. 

Пусть оптимальное управление ( )W t  имеет вид, представленный на рис. 2, 

соответственно этому управлению ( )W t  на рис. 3 приведена область значений 

управления ( )L t . Из этих двух рисунков следует:  

1) если minW W= , то  

{ } { };)(,min)(,max minmaxmaxminminmin tFWVLtFWVL −+≤−+   

	 (22)



– 166 –

Nikolai D. Demidenko, Lyudmila V. Kulagina… Optimal Control of the Separation Process with Flow Restrictions

9 
 

( ) ;0)(,0

,0)1()(

)3()2(
)1(

*)2()3(

)3()2(

=−−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=

′
=⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=−+−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

d
x

d
dddd

x

ddd
y

WFL
H

yEL
H

EWFL
H

d

λλλλλξ

λλη

 (20) 

при 0 t T< < : 

( ) +−+−−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′+′−∫ )(),0(),0(

)1()1(1

0
dd

x

d

x

k
l

y
l

x

xy
H

tytx
H

dly
H

x
H

dk

λληξ   (21) 

(2)
min max( (1 ) (1 )) ( 2 ) 0d d dy t y x x t L L Lλ γ+ , − + − , − + − = ,  

+−−−−−+′−∫ )),1(()()),0(( )2(
)1()1(1

0
dddd

x

d
k

x

k
l

y

ytyxy
H

tyx
H

dly
H

dk

λλλη  (22) 

min max( 2 ) 0W W Wε+ + − = ,  

yu = 0, εz = 0. 

Так как уравнения (21), (22) определяют функции ξ, η, λ�
���, λ�

���, λ�
���, λ�

���, 

λ�
��� полностью, то случаи, когда функций εγ ,  равны нулю, связаны с 

дополнительными жесткими условиями на параметры задачи. Поэтому 

основным случаем следует считать тот, при котором ,0,0,0,0 ≠≠== εγuz  

т.е. � � �����,� � ����� или 1( )W F t C= + , где maxmin1 ,, LLLLconstC ===  или 

2( )L F t C=− + , где constC =2 . Условия (13)–(14) можно использовать для 

построения областей значений оптимальных управлений. В частности, пусть  

 

max min min max max min( ) ( ) ( ) ( )F t L V F t D F t D F t L V+ − < − , − < + − ,  

max min max( ) ( )F t D F t L V− > + − . 

Область значений управлений ( )W t  для этого случая приведена на рис. 1. 

Пусть оптимальное управление ( )W t  имеет вид, представленный на рис. 2, 

соответственно этому управлению ( )W t  на рис. 3 приведена область значений 

управления ( )L t . Из этих двух рисунков следует:  

1) если minW W= , то  

{ } { };)(,min)(,max minmaxmaxminminmin tFWVLtFWVL −+≤−+   

	

Так как уравнения (21), (22) определяют функции ξ, η, 

9 
 

( ) ;0)(,0

,0)1()(

)3()2(
)1(

*)2()3(

)3()2(

=−−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=

′
=⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=−+−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

d
x

d
dddd

x

ddd
y

WFL
H

yEL
H

EWFL
H

d

λλλλλξ

λλη

 (20) 

при 0 t T< < : 

( ) +−+−−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′+′−∫ )(),0(),0(

)1()1(1

0
dd

x

d

x

k
l

y
l

x

xy
H

tytx
H

dly
H

x
H

dk

λληξ   (21) 

(2)
min max( (1 ) (1 )) ( 2 ) 0d d dy t y x x t L L Lλ γ+ , − + − , − + − = ,  

+−−−−−+′−∫ )),1(()()),0(( )2(
)1()1(1

0
dddd

x

d
k

x

k
l

y

ytyxy
H

tyx
H

dly
H

dk

λλλη  (22) 

min max( 2 ) 0W W Wε+ + − = ,  

yu = 0, εz = 0. 

Так как уравнения (21), (22) определяют функции ξ, η, λ�
���, λ�

���, λ�
���, λ�

���, 

λ�
��� полностью, то случаи, когда функций εγ ,  равны нулю, связаны с 

дополнительными жесткими условиями на параметры задачи. Поэтому 

основным случаем следует считать тот, при котором ,0,0,0,0 ≠≠== εγuz  

т.е. � � �����,� � ����� или 1( )W F t C= + , где maxmin1 ,, LLLLconstC ===  или 

2( )L F t C=− + , где constC =2 . Условия (13)–(14) можно использовать для 

построения областей значений оптимальных управлений. В частности, пусть  

 

max min min max max min( ) ( ) ( ) ( )F t L V F t D F t D F t L V+ − < − , − < + − ,  

max min max( ) ( )F t D F t L V− > + − . 

Область значений управлений ( )W t  для этого случая приведена на рис. 1. 

Пусть оптимальное управление ( )W t  имеет вид, представленный на рис. 2, 

соответственно этому управлению ( )W t  на рис. 3 приведена область значений 

управления ( )L t . Из этих двух рисунков следует:  

1) если minW W= , то  

{ } { };)(,min)(,max minmaxmaxminminmin tFWVLtFWVL −+≤−+   
9 

 

( ) ;0)(,0

,0)1()(

)3()2(
)1(

*)2()3(

)3()2(

=−−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=

′
=⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=−+−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

d
x

d
dddd

x

ddd
y

WFL
H

yEL
H

EWFL
H

d

λλλλλξ

λλη

 (20) 

при 0 t T< < : 

( ) +−+−−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′+′−∫ )(),0(),0(

)1()1(1

0
dd

x

d

x

k
l

y
l

x

xy
H

tytx
H

dly
H

x
H

dk

λληξ   (21) 

(2)
min max( (1 ) (1 )) ( 2 ) 0d d dy t y x x t L L Lλ γ+ , − + − , − + − = ,  

+−−−−−+′−∫ )),1(()()),0(( )2(
)1()1(1

0
dddd

x

d
k

x

k
l

y

ytyxy
H

tyx
H

dly
H

dk

λλλη  (22) 

min max( 2 ) 0W W Wε+ + − = ,  

yu = 0, εz = 0. 

Так как уравнения (21), (22) определяют функции ξ, η, λ�
���, λ�

���, λ�
���, λ�

���, 

λ�
��� полностью, то случаи, когда функций εγ ,  равны нулю, связаны с 

дополнительными жесткими условиями на параметры задачи. Поэтому 

основным случаем следует считать тот, при котором ,0,0,0,0 ≠≠== εγuz  

т.е. � � �����,� � ����� или 1( )W F t C= + , где maxmin1 ,, LLLLconstC ===  или 

2( )L F t C=− + , где constC =2 . Условия (13)–(14) можно использовать для 

построения областей значений оптимальных управлений. В частности, пусть  

 

max min min max max min( ) ( ) ( ) ( )F t L V F t D F t D F t L V+ − < − , − < + − ,  

max min max( ) ( )F t D F t L V− > + − . 

Область значений управлений ( )W t  для этого случая приведена на рис. 1. 

Пусть оптимальное управление ( )W t  имеет вид, представленный на рис. 2, 

соответственно этому управлению ( )W t  на рис. 3 приведена область значений 

управления ( )L t . Из этих двух рисунков следует:  

1) если minW W= , то  

{ } { };)(,min)(,max minmaxmaxminminmin tFWVLtFWVL −+≤−+   

 полно-
стью, то случаи, когда функции γ, ε равны нулю, связаны с дополнительными жесткими усло-
виями на параметры задачи. Поэтому основным случаем следует считать тот, при котором z = 
0, u = 0, γ ≠ 0, ε ≠ 0, т.е. 

9 
 

( ) ;0)(,0

,0)1()(

)3()2(
)1(

*)2()3(

)3()2(

=−−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=

′
=⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=−+−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

d
x

d
dddd

x

ddd
y

WFL
H

yEL
H

EWFL
H

d

λλλλλξ

λλη

 (20) 

при 0 t T< < : 

( ) +−+−−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′+′−∫ )(),0(),0(

)1()1(1

0
dd

x

d

x

k
l

y
l

x

xy
H

tytx
H

dly
H

x
H

dk

λληξ   (21) 

(2)
min max( (1 ) (1 )) ( 2 ) 0d d dy t y x x t L L Lλ γ+ , − + − , − + − = ,  

+−−−−−+′−∫ )),1(()()),0(( )2(
)1()1(1

0
dddd

x

d
k

x

k
l

y

ytyxy
H

tyx
H

dly
H

dk

λλλη  (22) 

min max( 2 ) 0W W Wε+ + − = ,  

yu = 0, εz = 0. 

Так как уравнения (21), (22) определяют функции ξ, η, λ�
���, λ�

���, λ�
���, λ�

���, 

λ�
��� полностью, то случаи, когда функций εγ ,  равны нулю, связаны с 

дополнительными жесткими условиями на параметры задачи. Поэтому 

основным случаем следует считать тот, при котором ,0,0,0,0 ≠≠== εγuz  

т.е. � � �����,� � ����� или 1( )W F t C= + , где maxmin1 ,, LLLLconstC ===  или 

2( )L F t C=− + , где constC =2 . Условия (13)–(14) можно использовать для 

построения областей значений оптимальных управлений. В частности, пусть  

 

max min min max max min( ) ( ) ( ) ( )F t L V F t D F t D F t L V+ − < − , − < + − ,  

max min max( ) ( )F t D F t L V− > + − . 

Область значений управлений ( )W t  для этого случая приведена на рис. 1. 

Пусть оптимальное управление ( )W t  имеет вид, представленный на рис. 2, 

соответственно этому управлению ( )W t  на рис. 3 приведена область значений 

управления ( )L t . Из этих двух рисунков следует:  

1) если minW W= , то  

{ } { };)(,min)(,max minmaxmaxminminmin tFWVLtFWVL −+≤−+   

, 

9 
 

( ) ;0)(,0

,0)1()(

)3()2(
)1(

*)2()3(

)3()2(

=−−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=

′
=⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=−+−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

d
x

d
dddd

x

ddd
y

WFL
H

yEL
H

EWFL
H

d

λλλλλξ

λλη

 (20) 

при 0 t T< < : 

( ) +−+−−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′+′−∫ )(),0(),0(

)1()1(1

0
dd

x

d

x

k
l

y
l

x

xy
H

tytx
H

dly
H

x
H

dk

λληξ   (21) 

(2)
min max( (1 ) (1 )) ( 2 ) 0d d dy t y x x t L L Lλ γ+ , − + − , − + − = ,  

+−−−−−+′−∫ )),1(()()),0(( )2(
)1()1(1

0
dddd

x

d
k

x

k
l

y

ytyxy
H

tyx
H

dly
H

dk

λλλη  (22) 

min max( 2 ) 0W W Wε+ + − = ,  

yu = 0, εz = 0. 

Так как уравнения (21), (22) определяют функции ξ, η, λ�
���, λ�

���, λ�
���, λ�

���, 

λ�
��� полностью, то случаи, когда функций εγ ,  равны нулю, связаны с 

дополнительными жесткими условиями на параметры задачи. Поэтому 

основным случаем следует считать тот, при котором ,0,0,0,0 ≠≠== εγuz  

т.е. � � �����,� � ����� или 1( )W F t C= + , где maxmin1 ,, LLLLconstC ===  или 

2( )L F t C=− + , где constC =2 . Условия (13)–(14) можно использовать для 

построения областей значений оптимальных управлений. В частности, пусть  

 

max min min max max min( ) ( ) ( ) ( )F t L V F t D F t D F t L V+ − < − , − < + − ,  

max min max( ) ( )F t D F t L V− > + − . 

Область значений управлений ( )W t  для этого случая приведена на рис. 1. 

Пусть оптимальное управление ( )W t  имеет вид, представленный на рис. 2, 

соответственно этому управлению ( )W t  на рис. 3 приведена область значений 

управления ( )L t . Из этих двух рисунков следует:  

1) если minW W= , то  

{ } { };)(,min)(,max minmaxmaxminminmin tFWVLtFWVL −+≤−+   

 или W = F(t) + C1, где C1 = const, L = Lmin, L = Lmax  
или L = –F(t) + C2, где C2 = const. Условия (13)–(14) можно использовать для построения обла-
стей значений оптимальных управлений. В частности, пусть 

9 
 

( ) ;0)(,0

,0)1()(

)3()2(
)1(

*)2()3(

)3()2(

=−−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=

′
=⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=−+−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

d
x

d
dddd

x

ddd
y

WFL
H

yEL
H

EWFL
H

d

λλλλλξ

λλη

 (20) 

при 0 t T< < : 

( ) +−+−−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′+′−∫ )(),0(),0(

)1()1(1

0
dd

x

d

x

k
l

y
l

x

xy
H

tytx
H

dly
H

x
H

dk

λληξ   (21) 

(2)
min max( (1 ) (1 )) ( 2 ) 0d d dy t y x x t L L Lλ γ+ , − + − , − + − = ,  

+−−−−−+′−∫ )),1(()()),0(( )2(
)1()1(1

0
dddd

x

d
k

x

k
l

y

ytyxy
H

tyx
H

dly
H

dk

λλλη  (22) 

min max( 2 ) 0W W Wε+ + − = ,  

yu = 0, εz = 0. 

Так как уравнения (21), (22) определяют функции ξ, η, λ�
���, λ�

���, λ�
���, λ�

���, 

λ�
��� полностью, то случаи, когда функций εγ ,  равны нулю, связаны с 

дополнительными жесткими условиями на параметры задачи. Поэтому 

основным случаем следует считать тот, при котором ,0,0,0,0 ≠≠== εγuz  

т.е. � � �����,� � ����� или 1( )W F t C= + , где maxmin1 ,, LLLLconstC ===  или 

2( )L F t C=− + , где constC =2 . Условия (13)–(14) можно использовать для 

построения областей значений оптимальных управлений. В частности, пусть  

 

max min min max max min( ) ( ) ( ) ( )F t L V F t D F t D F t L V+ − < − , − < + − ,  

max min max( ) ( )F t D F t L V− > + − . 

Область значений управлений ( )W t  для этого случая приведена на рис. 1. 

Пусть оптимальное управление ( )W t  имеет вид, представленный на рис. 2, 

соответственно этому управлению ( )W t  на рис. 3 приведена область значений 

управления ( )L t . Из этих двух рисунков следует:  

1) если minW W= , то  

{ } { };)(,min)(,max minmaxmaxminminmin tFWVLtFWVL −+≤−+   

	

Область значений управлений W(t) для этого случая приведена на рис. 1. Пусть опти-
мальное управление W(t) имеет вид, представленный на рис. 2, соответственно этому управ-
лению W(t) на рис. 3 приведена область значений управления L(t). Из этих двух рисунков 
следует: 

1) если W = Wmin, то 

9 
 

( ) ;0)(,0

,0)1()(

)3()2(
)1(

*)2()3(

)3()2(

=−−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=

′
=⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=−+−+⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

d
x

d
dddd

x

ddd
y

WFL
H

yEL
H

EWFL
H

d

λλλλλξ

λλη

 (20) 

при 0 t T< < : 

( ) +−+−−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′+′−∫ )(),0(),0(

)1()1(1

0
dd

x

d

x

k
l

y
l

x

xy
H

tytx
H

dly
H

x
H

dk

λληξ   (21) 

(2)
min max( (1 ) (1 )) ( 2 ) 0d d dy t y x x t L L Lλ γ+ , − + − , − + − = ,  

+−−−−−+′−∫ )),1(()()),0(( )2(
)1()1(1

0
dddd

x

d
k

x

k
l

y

ytyxy
H

tyx
H

dly
H

dk

λλλη  (22) 

min max( 2 ) 0W W Wε+ + − = ,  

yu = 0, εz = 0. 

Так как уравнения (21), (22) определяют функции ξ, η, λ�
���, λ�

���, λ�
���, λ�

���, 

λ�
��� полностью, то случаи, когда функций εγ ,  равны нулю, связаны с 

дополнительными жесткими условиями на параметры задачи. Поэтому 

основным случаем следует считать тот, при котором ,0,0,0,0 ≠≠== εγuz  

т.е. � � �����,� � ����� или 1( )W F t C= + , где maxmin1 ,, LLLLconstC ===  или 

2( )L F t C=− + , где constC =2 . Условия (13)–(14) можно использовать для 

построения областей значений оптимальных управлений. В частности, пусть  

 

max min min max max min( ) ( ) ( ) ( )F t L V F t D F t D F t L V+ − < − , − < + − ,  

max min max( ) ( )F t D F t L V− > + − . 

Область значений управлений ( )W t  для этого случая приведена на рис. 1. 

Пусть оптимальное управление ( )W t  имеет вид, представленный на рис. 2, 

соответственно этому управлению ( )W t  на рис. 3 приведена область значений 

управления ( )L t . Из этих двух рисунков следует:  

1) если minW W= , то  

{ } { };)(,min)(,max minmaxmaxminminmin tFWVLtFWVL −+≤−+   	  

2) если W = Wmax, то 

 

2) если W

{ ,max minL

3) если W

{ ,max minL

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. О

Fig. 1. T

Р

maxW W= , т

mmin WV +

( )W F t D= −

mimin DV −

Область д

V

The scope o

Рис. 2. Гра

то  

})(max tF ≤−

maxD , то  

} m)(in tL ≤≤

допустим

Vmin; 3 3 –

of admissi

3 3 – W

афик опти

{ ,min maxL

{ ,min maxL

мых управ

– W = F –

ible contro

W = F – Dm

имального
10 

mamax WV +

maxmax DV −

влений W:

Dmax; 4 –

ols W: 1–

max; 4 – W

 

 

о управле

};)(ax tF−  

}.x  

W: 1 – W = 

W = F + 

W = F – D

W = F + Lm

ения отбо

F – Dmin; 

Lmin – Vma

Dmin; 2 – W

min – Vmax 

 

ором вниз

2 – W = F

ax 

W = F+Lm

зу колонн

F+Lmax – 

max – Vmin; 

ны 

	  

3) если W = F(t) – Dmax, то 

 

2) если W

{ ,max minL

3) если W

{ ,max minL

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. О

Fig. 1. T

Р

maxW W= , т

mmin WV +

( )W F t D= −

mimin DV −

Область д

V

The scope o

Рис. 2. Гра

то  

})(max tF ≤−

maxD , то  

} m)(in tL ≤≤

допустим

Vmin; 3 3 –

of admissi

3 3 – W

афик опти

{ ,min maxL

{ ,min maxL

мых управ

– W = F –

ible contro

W = F – Dm

имального
10 

mamax WV +

maxmax DV −

влений W:

Dmax; 4 –

ols W: 1–

max; 4 – W

 

 

о управле

};)(ax tF−  

}.x  

W: 1 – W = 

W = F + 

W = F – D

W = F + Lm

ения отбо

F – Dmin; 

Lmin – Vma

Dmin; 2 – W

min – Vmax 

 

ором вниз

2 – W = F

ax 

W = F+Lm

зу колонн

F+Lmax – 

max – Vmin; 

ны 

	

Рис. 1. Область допустимых управлений W: 1 – W = F – Dmin; 2 – W = F+Lmax – Vmin; 3 3 – W = F – Dmax; 
4 – W = F + Lmin – Vmax

Fig. 1. The scope of admissible controls W: 1– W = F  – Dmin; 2  – W = F+Lmax  – Vmin; 3 3  – W = F  – Dmax; 
4 – W = F + Lmin – Vmax

 

2) если W

{ ,max minL

3) если W

{ ,max minL

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. О

Fig. 1. T

Р

maxW W= , т

mmin WV +

( )W F t D= −

mimin DV −

Область д

V

The scope o

Рис. 2. Гра

то  

})(max tF ≤−

maxD , то  

} m)(in tL ≤≤

допустим

Vmin; 3 3 –

of admissi

3 3 – W

афик опти

{ ,min maxL

{ ,min maxL

мых управ

– W = F –

ible contro

W = F – Dm

имального
10 

mamax WV +

maxmax DV −

влений W:

Dmax; 4 –

ols W: 1–

max; 4 – W

 

 

о управле

};)(ax tF−  

}.x  

W: 1 – W = 

W = F + 

W = F – D

W = F + Lm

ения отбо

F – Dmin; 

Lmin – Vma

Dmin; 2 – W

min – Vmax 

 

ором вниз

2 – W = F

ax 

W = F+Lm

зу колонн

F+Lmax – 

max – Vmin; 

ны 



Nikolai D. Demidenko, Lyudmila V. Kulagina… Optimal Control of the Separation Process with Flow Restrictions

Пусть теперь график оптимального управления W(t) имеет вид, приведенный на рис. 4. Об-
ласть изменения управления L(t) построена на рис. 5 при следующих условиях: 

1) если W = F(t) + Lmax – Vmax, то L = Lmax;
2) если W = Wmax, то 
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